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Extended Abstract:
The paper deals with possibilities to use quasi-homogenous approximation 

for description of properties of dispersed systems. The authors applied statisti-
cal polymer method based on consideration of average structures of all possible 
macromolecules of the same weight. The equations which allow evaluating many 
additive parameters of macromolecules and the systems with them were deduced. 
Statistical polymer method makes it possible to model branched, cross-linked 
macromolecules and the systems with them which are in equilibrium or non-equi-
librium state. Fractal analysis of statistical polymer allows modeling different 
types of random fractal and other objects examined with the methods of fractal 
theory. The method of fractal polymer can be applied not only to polymers but also 
to composites, gels, associates in polar liquids and other packaged systems. There 
is also a description of the states of colloid solutions of silica oxide from the point 
of view of statistical physics. This approach is based on the idea that colloid solu-
tion of silica dioxide – sol of silica dioxide – consists of enormous number of in-
teracting particles which are always in move. The paper is devoted to the research 
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of ideal system of colliding but not interacting particles of sol. The analysis of be-
havior of silica sol was performed according to distribution Maxwell-Boltzmann 
and free path length was calculated. Using this data the number of the particles 
which can overcome the potential barrier in collision was calculated. To model 
kinetics of sol-gel transition different approaches were studied.

Key words: quasi-homogenous approximation, dispersed systems, statistic 
polymer method, formation of crosslinkings, fractal method, colloid solution, sil-
ica, sol-gel transition, free path length.
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КВАЗИГОМОГЕННОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ ДЛЯ ОПИСАНИЯ  

СВОЙСТВ ДИСПЕРСНЫХ СИСТЕМ. ОСНОВНЫЕ ПОДХОДЫ  

К МОДЕЛИРОВАНИЮ ПРОЦЕССОВ ОТВЕРЖДЕНИЯ  

В ДИСПЕРСНЫХ СИЛИКАТНЫХ СИСТЕМАХ. 

ЧАСТЬ IV. ОСНОВНЫЕ ПОДХОДЫ К МОДЕЛИРОВАНИЮ 

КИНЕТИКИ ПРОЦЕССОВ ЗОЛЬ-ГЕЛЬ ПЕРЕХОДА

Аннотация к статье (авторское резюме, реферат):

В этой статье мы рассматривали возможности применения квазигомогенного 
приближения для описания свойств дисперсных систем. Мы использовали стати-
стический полимерный метод на основе рассмотрения усредненных структур всех 
возможных макромолекул одинакового веса. Выведены уравнения, позволяющие 
оценить многие аддитивные параметры макромолекул и содержащих их систем. Ста-
тистический полимерный метод позволяет моделировать разветвленные, сшитые ма-
кромолекулы и содержащие их системы, находящиеся в состоянии равновесия или 
в неравновесном состоянии. Фрактальное рассмотрение статистического полимера 
позволяет моделировать различные виды случайного фрактала и других объектов, 
изучаемых методами фрактальной теории. Способ статистического полимера приме-
ним не только к полимерам, но также и к композитам, гелям, ассоциатам в полярных 
жидкостях и другим агрегативным системам. В данной работе было описано состоя-
ние коллоидных растворов оксида кремния с точки зрения статистической физики. 
Такой подход основан на идее, состоящей в том, что коллоидный раствор диоксида 
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10. Рост и фрагментации агрегатов в процессе золь-гель перехода

Золь-гель переход представляет собой процесс ассоциации частиц 
золя, сопровождающийся образованием бесконечного агрегата – агрега-
та, соизмеримого по размерам со всей системой. Нелинейные уравнения 
скоростей, описывающие процессы роста и разрушения агрегатов, пред-
ставляют собой аналоги нелинейного уравнения Больцмана. Уравнение 
роста цепей в дискретной форме было впервые получено М.В.  Смолу-
ховским [1], а в непрерывной форме впервые получено Т. Шуманом [2].

Существенное различие между уравнением Больцмана и уравнени-
ем роста и фрагментации агрегатов заключается в том, что они подчиня-

DOI: dx.doi.org/10.15828/2075-8545-2015-7-4-16-41

кремния – золь диоксида кремния – состоит из очень большого числа взаимодейству-
ющих друг с другом частиц, находящихся в непрерывном движении. Она посвящена 
изучению идеализированной системы сталкивающихся, но не взаимодействующих 
частиц золя. Был проведен анализ поведения золя кремнезема с точки зрения рас-
пределения Максвелла-Больцмана, и была рассчитана средняя длина свободного 
пробега коллоидных частиц. На основании этих данных было рассчитано количество 
частиц, способных преодолеть потенциальный барьер при столкновении. Для моде-
лирования кинетики золь-гель перехода были рассмотрены различные подходы.

Ключевые слова: квазигомогенное приближение, дисперсные системы, статисти-
ческий полимерный метод, образование сшивок, фрактальный метод, коллоидный рас-
твор, кремнезоль, золь-гель переход, длина свободного пробега.
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ются различным законам сохранения. В уравнении роста агрегатов их 
полная масса постоянна, но их общее число в процессе роста не сохраня-
ется и является переменной величиной. Различие в законах сохранения 
во многом обуславливает и различие в поведении решений. Так, неко-
торые решения пригодны для описания кинетики гелеобразования [23, 
24]. Эти решения соответствуют следующим условиям. Первое условие 
соответствует первой стадии прохождения процесса, от начала до опре-
деленного момента времени, которым является точка гелеобразования. 
На этой стадии для частиц золя и агрегатов конечного размера харак-
терна следующая закономерность, заключающаяся в том, что их пол-
ная масса сохраняется неизменной. На второй стадии процесса, после 
момента гелеобразования, она начинает убывать. На этой стадии воз-
никает ситуация, когда в системе образуется поток массы от агрегатов 
конечных размеров к бесконечному агрегату, так называемому гелю.

Рассмотрим уравнение, описывающее процесс образования агрега-
тов. Пусть c(x,t)dx – среднее число агрегатов в единице объема в мо-
мент времени t с массой из интервала (x, x+dx). Агрегаты с массой x 
могут «рождаться» в результате бинарной коалесценции (x–y) – агре-
гата и y – агрегата и «умирать», если они сами участвуют в образовании 
более крупных агрегатов. Скорость роста агрегатов задается с помощью 
симметричного ядра K(x-y, y).

При этом необходимо учитывать возможность фрагментации агре-
гата с массой x+y на составляющие с массами x и y. Этот процесс так-
же влияет на процессы «рождения» и «смерти» x – агрегатов из частиц 
золя. Скорость фрагментации агрегатов обозначим через F(x,y). В итоге 
уравнение скорости реакции роста и фрагментации агрегатов принима-
ет вид: 

 

.				    (IV.1)

Если переменная, характеризующая массу или размеры агрегата, 
принимает дискретные значения, то уравнение скорости реакции об-
разования k агрегатов в единице объема записывается следующим об-
разом:
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.	 (IV.2)

Наибольший интерес и удобство для анализа решений уравнений 
(IV.1) и (IV.2) представляют соответствующие моменты от функций 
распределения:

 ,						      (IV.3)

где M
0
(t) – общее число агрегатов; M

1
(t) – полная масса агрегатов;   

M
2
(t) – дисперсия агрегатов по размерам, эта величина пропорциональ-

на степени агрегации.
Все эти величины отнесены к единице объема. Для некоторых мо-

делей роста и фрагментации агрегатов со специальным образом вы-
бранными функциями K и F можно получить замкнутые уравнения 
непосредственно для функций M

k
(t). Эти уравнения носят название 

уравнений макроскопических скоростей. Их следствием, в общем слу-
чае, является уравнение сохранения полной массы M

1
(t).

Описанные уравнения также используются для моделирования 
процессов поликонденсационной полимеризации [3], а в метеороло-
гии – для расчета процессов образования атмосферных осадков [4, 26]. 
В литературе описаны следующие формы ядер:

			   (IV.4)

Ядра K
1
, K

2
, K

3
 – основные модели теории полимеризации Фло-

ри-Штокмайера [5]. Так, K
3
 описывает кинетику золь-гель перехода. 

В  свою очередь кинетические уравнения с модифицированной скоро-
стью K

4
 и K

5
 позволяют моделировать переход к гелеобразованию с не-

классическим критическим показателем [6]. В этих ядрах ω представ-
ляет собой «геометрический» показатель, характеризующий площадь 
поверхности больших агрегатов, при этом он связан с фрактальной раз-
мерностью агрегатов, которые формируются в процессе такой агрега-

.
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ции. Ядра K
6
, K

7
, K

8
, K

9
 предназначены для расчетов процесса образова-

ния осадков в атмосфере. K
6
 позволяет получить общий вид уравнения 

для линейных моделей [7], K
7
 описывает градиентную коагуляцию [8], 

K
8
 описывает гравитационную коагуляцию [4, 8], а K

9
 предназначен для 

моделирования броуновской коагуляции в диффузионном режиме [8].
Построим модель скорости агрегации с точки зрения статистиче-

ской термодинамики. Для коллоидных частиц, обладающих двухъям-
ным потенциалом и определенным энергетическим барьером, запишем 
уравнение скорости агрегации частиц:

 ,							       (IV.5)

где  – частота столкновений при броуновской коагуляции; 
 
η - вязкость среды.

Рассчитаем величину изменения энтропии:

.									         (IV.6)

Вероятность существования агрегатов размеров i, j и i+j равны со-
ответственно:

; ; .							       (IV.7)

По закону Гесса изменение энтропии равно:

.										          (IV.8)

Подставляя (IV.6), (IV.7), (IV.8) в уравнение (IV.5), получим:

 .						      (IV.9)

Положим i = mj, введя функцию u из уравнения (IV.9), получим:

.						      (IV.10)
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Параметр u этого уравнения пропорционален скорости взаимодей-
ствия агрегатов, а параметр m характеризует соотношение размеров 
агрегатов. Зависимость параметра u от m представлена на рис. IV.1. 
Анализ уравнения (IV.10) и рис. IV.1 показывает, что в случае, когда 
соотношение размеров взаимодействующих агрегатов близко друг к 
другу, скорость агрегации слабо зависит от m. Для агрегатов, сильно 
отличающихся по размерам, наблюдается резкий рост скорости агрега-
ции, пропорциональный m2. Таким образом, при появлении в системе 
частиц, существенно различающихся по размерам, будет наблюдаться 
резкое увеличение скорости агрегации. То есть большие агрегаты как 
бы собирают на себя отдельные частицы и мелкие агрегаты. Отсутствие 
симметрии этой зависимости относительно m = 1, скорее всего, указы-
вает на наличие потока частиц от малых агрегатов к большому агрега-
ту, отсутствие его в обратном направлении.

Для определения времени образования бесконечного агрегата ис-
следуем асимптотические свойства функций распределения по раз-
мерам агрегатов для модели с ядром К

3
. С этой целью выпишем систе-

Рис. IV.1. Зависимость относительной скорости взаимодействия агрегатов 
от соотношения их размеров
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му уравнений для момента М
2
, которая вытекает из уравнений (IV.1) 

и (IV.3) и сводится к обыкновенному дифференциальному уравнению:

.									         (IV.11)

В этой модели в момент времени t = t
c
 образуется суперчастица – 

бесконечный агрегат. Величина t
c
 определяется из условий обращения 

в ∞ момента M
2
(t), представляющего собой степень агрегации реагиру-

ющих частиц. Из (IV.11) находим:

.								        (IV.12)

Отсюда имеем:

.									         (IV.13)

Дальнейшее рассмотрение проведем для модели монодисперсных 
частиц единичного размера. Распределение по размерам частиц для 
этого случая представим в виде δ-функции Дирака:

;

.										          (IV.14)

При  имеем . Для перехода от безразмерного времени 
к истинному введем время агрегации – промежуток времени между от-
дельными актами агрегации:

,										          (IV.15)

где N – количество частиц в единице объема.
Отсюда истинное время агрегации при i = j = 1 равно:

.						      (IV.16)

Анализ уравнения (IV.16) показывает, что время гелирования пря-
мо пропорционально вязкости среды, обратно пропорционально тем-
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пературе и концентрации частиц. Увеличение потенциального барьера 
при взаимодействии частиц приводит к росту времени гелирования.

Для выявления влияния гидродинамических потоков рассмотрим 
случай, когда агрегат растет при последовательном присоединении 
к нему отдельных частиц. Этот процесс может происходить как за счет 
диффузионного движения частиц, так и за счет движения агрегата под 
действием гидродинамических потоков. Во втором случае скорость 
агрегата мала по сравнению с тепловой скоростью частиц, так что в ито-
ге присоединение частиц происходит только за счет их диффузии. 

С учетом обоих процессов уравнение баланса для числа частиц 
в агрегате n имеет вид:

,									         (IV.17)

где  – частота прилипания золя к агрегату при диффузионном 
движении частиц;  – частота прилипания частиц к агрегату за счет 
их попадания в полосу движения агрегата при движении его по линей-
ной траектории. 

Для , считая, что размер агрегата достаточно велик , имеем:

,									         (IV.18)

где D – коэффициент диффузии частиц, N – концентрация частиц 
(счетная концентрация – количество частиц в единице объема).

Во втором случае:

,									         (IV.19)

где V – скорость движения агрегата под действием гидродинамиче-
ского потока.

Агрегат, формирующийся в процессе золь-гель перехода, имеет 
фрактальную геометрию, отсюда число частиц в нем, соответственно, 
равно:

,										          (IV.20)

где D
f
 – фрактальная размерность.
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Подставляя уравнения (IV.18)–(IV.20) в уравнение (IV.17), полу-
чим:

,								        (IV.21)

где , .
Определим время, за которое все частицы золя соберутся в один 

агрегат, равный по размерам всей системе:

.				    (IV.22)

По сравнению с (IV.16) уравнение (IV.22) дает более завышенные ре-
зультаты по времени гелирования, так как оно не учитывает коалесцен-
цию агрегатов. Однако анализ асимптотического поведения уравнения 
(IV.22) показывает, что оно дает подобные уравнению (IV.16) результа-
ты. Подставив в уравнение (IV.22) значения параметров, получим:

,					     (IV.23)

где  – диаметр частиц.
Так, из уравнения (IV.23) следует, что время гелирования обратно 

пропорционально счетной концентрации частиц:

.											           (IV.24)

Соответственно, для скорости движения агрегатов имеется следую-
щая пропорциональность со временем гелирования:

.										          (IV.25)

Для определения характера пропорциональности от размера ча-
стиц, необходимо определить характер влияния других факторов на эту 
зависимость, например коэффициента диффузии D. Коэффициент диф-
фузии частиц зависит от средней скорости движения частиц и их длины 



МЕЖДУНАРОДНЫЙ ОПЫТ

29
http://nanobuild.ru

2015 • Vol. 7 • no. 4 / 2015 • Том 7 • № 4

свободного пробега [14,15] и с учетом уравнений (III.17) и (III.18) будет 
иметь вид:

.							       (IV.26)

С учетом указанного выше фактора, для размера исходных частиц 
имеем следующую пропорциональность, если концентрация золя по-
стоянна и выражена в счетных единицах:

.										          (IV.27)

Если в экспериментах поддерживается постоянная массовая кон-
центрация, то эта формула изменит вид и будет выглядеть следующим 
образом:

.										          (IV.28)

Форма агрегата и его фрактальная размерность D
f
 может быть раз-

личной, в зависимости от характера агрегации, и принимает значения 
по литературным данным от 1,75 до 2,5÷3,0 [9, 10].

Для оценки этой зависимости были проведены эксперименты по  
изучению влияния размеров частиц золя на его время гелеобразования. 
Во всех экспериментах поддерживалась постоянная массовая концен-
трация золя. Полученные зависимости представлены на рис. IV.2.

Из рис. IV.2 видно, что полученные зависимости достаточно хорошо 
укладываются в линейную корреляцию. При этом, используя соотноше-
ние (IV.28), можно рассчитать фрактальную размерность получающих-
ся гелей. Так, для температуры 80oC она составляет D

f
 =1,4407±0,0023, 

а для температуры 100oC – D
f
 =1,4100±0,0095. Такие малые значения 

фрактальной размерности формирующихся гелей указывают на их 
весьма ажурную структуру. Причину таких значительных различий 
в величине фрактальной размерности по сравнению с литературными 
данными можно объяснить только тем, что в опубликованных работах 
изучались гели, которые уже были высушены, и в них прошли процес-
сы синерезиса, то есть уплотнения. В нашем же случае по предложенной 
методике мы изучали процесс формирования исходного геля, содержа-
щего всю воду, которая была в составе исходного золя. Важным момен-
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том является то, что в точке гелеобразования происходит формирование 
бесконечного агрегата, но при этом только часть частиц золя участвует 
в его образовании. Остальные частицы входят в его структуру уже по-
сле точки гелеобразования. Таким образом, фрактальная размерность 
бесконечного агрегата должна увеличиваться по мере завершения его 
формирования после прохождения точки гелеобразования.

Кроме того, из полученных данных видно, что увеличение темпера-
туры процесса приводит к образованию более ажурной структуры геля. 
Это, по-видимому, связано с увеличением скорости образования геля и, 
соответственно, со снижением возможности проникновения частиц золя 
во внутреннюю часть агрегата и уменьшением среднего координацион-
ного числа частиц золя в агрегате при их взаимодействии друг с другом.

Конечно, нельзя сбрасывать со счетов тот момент, что предложен-
ные выше теоретические посылки опираются на ряд приближений и до-
пущений. Поэтому по этой причине также возможны определенные 
ошибки в оценке тех или иных параметров в таких сложных системах, 

Рис. IV.2. Зависимость времени гелирования от размеров коллоидных частиц 
в золе при различных температурах. Оси на рисунке нанесены 

в логарифмических координатах: 1 – 80оС; 2 – 100оС 
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как кремнезоли. Поэтому дальнейшие исследования в этой области 
должны быть направлены на поиск факторов, оказывающих дополни-
тельное влияние на характер протекания золь-гель процессов, а также 
на характер структурирования формирующихся гелей. 

11. Формально-кинетическое описание золь-гель процесса

Нужно признать, что для описания системы в процессе гелеобра-
зования крайне необходимо знать тот путь, который она проходит 
в процессе превращения исходных золей в продукты – гели, наноком-
позиционные материалы. Такое знание даст возможность осознанного 
управления превращением золя в гель. Иначе говоря, необходимо зна-
ние механизма этого превращения. Важна также и временная эволю-
ция перехода реакционной системы из начального состояния (исходные 
золи или прекурсоры) в конечное состояние (продукты золь-гель синте-
за). Это указывает на то, что необходима информация о том, насколько 
быстро осуществляется процесс их образования. Для получения отве-
тов на эти вопросы можно использовать самостоятельную область хи-
мического знания, изучающую механизмы реакций и закономерности 
их протекания во времени – химическую кинетику [16–18]. 

Основополагающим понятием химической кинетики является по-
нятие скорости реакции. Скорость реакции определяется как измене-
ние количества реагирующего вещества в единицу времени и относится 
к единице реакционного пространства [25]. 

Строго говоря, коллоидная система изначально является гетеро-
генной системой. Однако, ввиду того, что размеры коллоидных частиц 
весьма малы по сравнению с размерами всей системы, поэтому, с опре-
деленным допущением, к этим системам возможно применение зако-
нов, используемых для описания молекулярных систем. Такую систе-
му можно считать квазиоднородной или квазигомогенной. 

Такой подход уже давно применяется в физике. Так, существует 
термин «квазичастица» – понятие в квантовой механике, введение ко-
торого позволяет существенно упростить описание сложных квантовых 
систем с внутренним взаимодействием, таких, как твердые тела и кван-
товые жидкости.

Например, чрезвычайно сложное описание движения электронов 
в  полупроводниках может упроститься введением квазичастицы под 
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названием электрон проводимости, отличающейся от электрона массой 
и движущейся в свободном пространстве. Для описания колебаний ато-
мов в узлах кристаллической решетки в теории конденсированного со-
стояния вещества используют фононы, для описания распространения 
элементарных магнитных возбуждений в системе взаимодействующих 
спинов – магноны.

Идея использования квазичастиц была впервые предложена 
Л.Д. Ландау в теории ферми-жидкости для описания жидкого гелия-3, 
позже её стали использовать в теории конденсированного состояния ве-
щества. Описывать состояния таких систем напрямую, решая уравне-
ние Шрёдингера с 1023 взаимодействующими частицами, невозможно. 
Обойти эту трудность удается путем сведения задачи взаимодействия 
множества частиц к более простой задаче с невзаимодействующими 
квазичастицами [11]. Аналогичным образом можно рассматривать 
и другие системы, в частности коллоидные системы.

В качестве примера квазигомогенного подхода к описанию гетеро-
генных систем можно привести пример описания процессов в пористых 
средах. В соответствии с квазигомогенными моделями дисперсная сре-
да представляется как непрерывная [12]. Так, наиболее традиционным 
методом описания процессов переноса в пористых средах является ква-
зигомогенное приближение, основанное на замене реальной дисперс-
ной среды сплошной средой с эффективными характеристиками. Для 
этого вводятся эффективные параметры — коэффициенты переноса 
тепла и массы в объеме квазиоднородного пористого тела, эффективные 
константы скоростей реакций. В этом случае гетерогенные реакции 
формально рассматриваются как гомогенные. Для учета влияния гео-
метрии поверхностей раздела фаз зачастую применяются соответству-
ющие упрощенные геометрические модели строения среды. Однако, 
в ряде случаев квазигомогенное приближение оказывается недостаточ-
но точным [13].

В зависимости от того, является ли процесс квазигомогенным или 
гетерогенным, понятие реакционного пространства различно. В квази-
гомогенной системе процесс осуществляется во всем объеме системы, 
в гетерогенной системе – на границе раздела фаз. Примером подобной 
системы является осаждение частиц золя на твердой подложке. Мате-
матически это записывается как квазигомогенный процесс в объеме ре-
акционной среды:
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;

гетерогенный процесс на границе раздела фаз:

.

Знак перед производной здесь формально отражает ситуацию, про-
исходящую в ходе процесса, а именно что происходит с данной субстан-
цией, она расходуется или же накапливается. Здесь n – количество 
частиц, участвующих в данный момент, в данном процессе, в данной 
системе. Если в квазигомогенном процессе объем системы остается по-

стоянным (закрытая система), то имеем . Следовательно, ско- 
 
рость связана с изменением счетной концентрации (C

n
) реагирующего 

вещества во времени:

.

Принято считать, что скорость реакции – величина положитель-
ная. Математической основой для количественного описания реакции 
является основной постулат химической кинетики – закон действую-
щих масс. В кинетической формулировке этот закон выражает пропор-
циональность скорости концентрациям реагирующих веществ:

,

где k – константа скорости реакции. Это важнейший кинетический 
параметр, формально выражающий величину скорости реакции при 
единичных концентрациях реагирующих веществ. Константа скорости 
не зависит от концентраций веществ и времени, но для подавляющего 
числа реакций зависит от температуры. Индекс i относится к i-му типу 
реагирующих частиц.

В формальной кинетике считается, что если превращение исход-
ных реагентов в продукты не сопровождается образованием каких-ли-
бо промежуточных веществ или частиц, т.е. протекает в одну стадию, 
то такая реакция является простой или элементарной. Такой подход 
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может быть применен и для описания взаимодействия коллоидных 
частиц.

Рассмотрим прямую кинетическую задачу для случаев протекания 
простой реакции взаимодействия частиц в закрытой изотермической си-
стеме (объем и температура постоянны). Предположим, что имеет место 
соответствие кинетического и стехиометрического уравнений. При этом 
схема простой реакции, которая идет в одну стадию и в которой участву-
ет только один реагент – частицы типа А, может быть записана в виде:

,

где n – порядок реакции, в данном случае совпадающий по вели-
чине с числом частиц, участвующих в элементарном акте взаимодей-
ствия. В зависимости от величины n можно выделить случаи моно-, би- 
и трехчастичных взаимодействий с участием одного типа реагирующих 
частиц. Математическую модель таких реакций можно представить 
дифференциальным уравнением

 									         (IV.29)

с начальным условием, отвечающим концентрации частиц А в мо-
мент начала реакции (t = 0):

.

Концентрацию C
A0

 называют начальной концентрацией, а значе-
ния C

A
(t)

 
в каждый момент времени – текущей концентрацией. Анали-

тическое решение прямой кинетической задачи состоит в установлении 
функциональной связи текущей концентрации со временем.

После ряда очевидных преобразований мы получили общее реше-
ние прямой кинетической задачи, которое позволяет записать зависи-
мость текущей концентрации реагента в зависимости от времени [22]:

.								       (IV.30)

Очевидно, что в зависимости от порядка реакции концентрация ис-
ходных частиц убывает со временем различным образом. Так, если по-
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рядку реакции формально приписать значения 0, 2 или 3, то получим 
указанные ниже выражения. Как видим, уравнение в форме (IV.30) не 
применимо для реакции первого порядка, поскольку при n = 1 оно со-
держит неопределенность типа 0/0. Эту неопределенность можно рас-
крыть по правилу Лопиталя. Таким образом, в реакции первого порядка 
текущая концентрация реагента убывает во времени по экспоненциаль-
ному закону:

;							       (IV.31)

;							       (IV.32)

;						      (IV.33)

.							      (IV.34)

Полученные зависимости (IV.31)–(IV.34) называют уравнениями 
кинетических кривых. В практическом плане кинетические кривые 
удобно представлять в виде графиков. Так, на рис. IV.3 приведен ход 
кинетических кривых расхода реагента в гипотетических реакциях, 
имеющих различные порядки, но одинаковые численные значения кон-
станты скорости и начальной концентрации реагирующего вещества. 
Фактически для этих уравнений было проведено их обезразмеривание, 
которое делает эти уравнения универсальными и применимыми к ре-
шению различных задач. 

Из теории размерности и подобия известно, что числовые значения 
искомых переменных и коэффициентов уравнений зависят от выбора 
масштабов, размерностей или характерных значений. Неудачный вы-
бор размерностей из-за ограниченного числа разрядов для представле-
ния чисел в вычислительных машинах может приводить к потере точ-
ности при выполнении арифметических операций с очень большими 
и очень маленькими числами. Поэтому важно хорошо провести масшта-
бирование искомых переменных, то есть перейти от размерных к безраз-
мерным переменным с разумным выбором масштабов размерных пере-
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менных. Выбор масштабов или, другими словами, выбор характерных 
значений физических величин производится так, чтобы безразмерные 
переменные не слишком отличались от единицы [19, 20]. Эта процедура 
и была сделана выше.

В безразмерных переменных уравнения сохраняют свою форму. 
Поэтому при написании алгоритмов и программ можно использовать 
исходную размерную форму уравнений, а безразмерные переменные 
использовать при проведении расчетов путем задания входных данных 
для коэффициентов уравнений и краевых условий в соответствии с при-
нятым вариантом обезразмеривания переменных.

Из приведенных данных видно, что с повышением порядка убыль 
концентрации реагента во времени становится менее интенсивной. 

Исходя из полученных кинетических кривых, для частиц в процес-
се гелеобразования, при реакции нулевого порядка, при n = 0, константа 
скорости соответствует частоте столкновений. Отсюда, используя урав-
нения (IV.13) и (IV.14) для модели в рамках статистической термодина-

Рис. IV.3. Поведение кинетических кривых расхода частиц золя в элементарных 
реакциях различных порядков: k = 1; C

A
(0) = 1; t

c
 – безразмерное время 

гелеобразования. Порядок реакции: 0; 1; 2; 3
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мики (раздел 10), для обезразмеренных параметров, имеем степень пре-
вращения исходных частиц, равную 0,5. Соответственно, безразмерная 
концентрация также будет равна 0,5. В результате получим значение 
безразмерного времени гелеобразования для случаев процессов с раз-
личным порядком реакции. Полученные результаты представлены на 
рис. IV.3, IV.4 и в табл. IV.

Рассматривая элементарный акт взаимодействия частиц золей 
между собой, можно заключить, что случаи с порядком реакции n = 0 
и n = 1 имеют скорее асимптотическое, теоретическое значение, так как 
их физический смысл в данном случае недостаточно понятен. Однако 
более глубокий физический смысл несут в себе модели процессов второ-
го и третьего порядков. Это обусловлено тем, что реакция второго поряд-

Рис. IV.4. Зависимость безразмерного времени гелеобразования 
от порядка реакции

Число частиц в элементарном акте

n = 0 n = 1 n = 2 n = 3

t
c

0.500000 0.693147 1.000000 1.500000

Таблица IV
Безразмерное время гелеобразования для процессов 

с разным порядком реакции
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ка – это взаимодействие двух одинаковых частиц между собой, а третий 
порядок – одновременное столкновение трех частиц. Естественно, ве-
роятность второго процесса значительно ниже. Такие процессы, скорее 
всего, будут обусловливать появление в структуре геля частиц с коорди-
национным числом 3 и более [21]. Они также будут приводить к увели-
чению фрактальной размерности формирующегося геля, обуславливая 
ее увеличение D

f
 > 2. Кроме того, из данных рис. IV.3 и табл. IV видно, 

что для порядка реакции, равного 2, скорость взаимодействия, а соот-
ветственно и безразмерное время гелеобразования, уменьшится в 2 раза 
по сравнению со случаем только частотной вероятности столкновений.

Как видно из рис. IV.4, зависимость безразмерного времени гелео-
бразования от порядка реакции носит нелинейный характер и хорошо 
аппроксимируется полиномом 3 степени. Это еще раз подтверждает ве-
роятностный характер взаимодействия частиц золя между собой в про-
цессе гелеобразования.

Заключение

В настоящей работе рассмотрен статистический полимерный ме-
тод моделирования дисперсных систем, базирующийся на основе рас-
смотрения усредненных структур всех возможных макромолекул оди-
накового веса. Выведены уравнения, позволяющие оценить основные 
аддитивные параметры макромолекул и их систем. Статистический 
полимерный метод позволяет моделировать разветвленные сшитые ма-
кромолекулы и содержащие их системы, находящиеся как в равновес-
ном, так и в неравновесном состоянии. Фрактальное рассмотрение ста-
тистического полимера позволяет моделировать все виды случайных 
фракталов и других объектов, изучаемых методами фрактальной тео-
рии. Статистический полимерный метод применим не только к поли-
мерам, но также и к композитам, гелям, ассоциатам в полярных жид-
костях и другим типам агрегатов. Анализ поведения золя кремнезема 
с точки зрения распределения Максвелла-Больцмана позволил вычис-
лить среднюю длину свободного пробега коллоидных частиц и распре-
деление их по скоростям. На основании этих данных было рассчитано 
количество частиц, способных преодолеть потенциальный барьер при 
столкновении. Также были рассмотрены различные подходы для моде-
лирования кинетики золь-гель перехода.
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