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QUASI-HOMOGENOUS APPROXIMATION FOR DESCRIPTION 

OF THE PROPERTIES OF DISPERSED SYSTEMS. 

THE BASIC APPROACHES TO MODEL HARDENING 

PROCESSES IN NANODISPERSED SILICA SYSTEMS. 

PART III. PENETRATION OF ENERGY BARRIERS

The paper deals with possibilities to use quasi-homogenous approximation for discription of 
properties of dispersed systems. The authors applied statistical polymer method based on consider-
ation of average structures of all possible macromolecules of the same weight. The equiations which 
allow evaluating many additive parameters of macromolecules and the systems with them were de-
duced. Statistical polymer method makes it possible to model branched, cross-linked macromolecules 
and the systems with them which are in equilibrium or non-equilibrium state. Fractal analysis of sta-
tistical polymer allows modeling different types of random fractal and other objects examined with the 
mehods of fractal theory. The method of fractal polymer can be also applied not only to polymers but 
also to composites, gels, associates in polar liquids and other packaged systems. There is also a descrip-
tion of the states of colloid solutions of silica oxide from the point of view of statistical physics. This 
approach is based on the idea that colloid solution of silica dioxide – sol of silica dioxide – consists of 
enormous number of interacting particles which are always in move. The paper is devoted to the re-
search of ideal system of colliding but not interacting particles of sol. The analysis of behavior of silica 
sol was performed according to distribution Maxwell-Boltzmann and free path length was calculated. 
Using this data the number of the particles which can overcome the potential barrier in collision was 
calculated. To model kinetics of sol-gel transition different approaches were studied.
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КВАЗИГОМОГЕННОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ ДЛЯ ОПИСАНИЯ 

СВОЙСТВ ДИСПЕРСНЫХ СИСТЕМ. ОСНОВНЫЕ ПОДХОДЫ 

К МОДЕЛИРОВАНИЮ ПРОЦЕССОВ ОТВЕРЖДЕНИЯ 

В ДИСПЕРСНЫХ СИЛИКАТНЫХ СИСТЕМАХ. 

ЧАСТЬ III. ПРЕОДОЛЕНИЕ ЭНЕРГЕТИЧЕСКИХ БАРЬЕРОВ

В этой статье мы рассматривали возможности применения квазигомо-
генного приближения для описания свойств дисперсных систем. Мы исполь-
зовали статистический полимерный метод на основе рассмотрения усреднен-
ных структур всех возможных макромолекул одинакового веса. Выведены 
уравнения, позволяющие оценить многие аддитивные параметры макромоле-
кул и содержащих их систем. Статистический полимерный метод позволяет 
моделировать разветвленные, сшитые макромолекулы и содержащие их си-
стемы, находящиеся в состоянии равновесия или в неравновесном состоянии. 
Фрактальное рассмотрение статистического полимера позволяет моделиро-
вать различные виды случайного фрактала и других объектов, изучаемых 
методами фрактальной теории. Способ статистического полимера применим 
не только к полимерам, но также и к композитам, гелям, ассоциатам в по-
лярных жидкостях и другим агрегативным системам. В данной работе было 
описано состояние коллоидных растворов оксида кремния с точки зрения 
статистической физики. Такой подход основан на идее, состоящей в том, что 
коллоидный раствор диоксида кремния – золь диоксида кремния – состоит 
из очень большого числа взаимодействующих друг с другом частиц, находя-



МЕЖДУНАРОДНЫЙ ОПЫТ

19
http://nanobuild.ru

2015 • Vol. 7 • no. 3 / 2015 • Том 7 • № 3

8. Средняя длина свободного пробега коллоидной частицы

Хаотичное или броуновское движение частиц кремнезоля является 
прямым результатом столкновений между частицами золя и молеку-
лами жидкости, окружающей их. Траектории частицы золя, осущест-
вляющей броуновское движение, в обычных временных масштабах 
экспериментальных промежутков времени имеет автомодельный, 
фрактальный характер [1–3]. То есть если какая-либо часть данной бро-
уновской траектории увеличивается (т.е. интервал времени уменьша-
ется), увеличенная траектория будет выглядеть качественно похоже на 
траекторию, полученную за другой промежуток времени [4–6]. Таким 
образом, траектория движения броуновской частицы не является ма-
тематически гладкой кривой, и кажущаяся скорость частицы золя, по-
лученная из этой траектории, представляют истинную, физически хо-
рошо определенную скорость частицы. По этой причине для описания 
движения броуновской частицы обычно используются статистические 
среднеквадратичные смещения [7, 20].

Проведенные ранее исследования показали, что при низких долях 
заполнения объема в системах, находящихся в процессе броуновского 
движения, имеет место ньютоновский режим (как в обычной жидко-
сти) [8]. При высоких объемных долях заполнения наблюдается слой 
скольжения [8]. Были обнаружены переходы упорядочения [9] и раз-
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щихся в непрерывном движении. Она посвящена изучению идеализирован-
ной системы сталкивающихся, но не взаимодействующих частиц золя. Был 
проведен анализ поведения золя кремнезема с точки зрения распределения 
Максвелла-Больцмана, и была рассчитана средняя длина свободного пробега 
коллоидных частиц. На основании этих данных было рассчитано количество 
частиц, способных преодолеть потенциальный барьер при столкновении. Для 
моделирования кинетики золь-гель перехода были рассмотрены различные 
подходы.
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упорядочения [10]. Исследован сдвиг, индуцирующий упорядочение 
твердых сфер [11]. Было исследовано движение заряженных коллоид-
ных частиц при массовом параллельном неравновесном броуновском 
движении [12]. Было исследовано использование методов динамики 
диссипативных частиц для моделирования реологии системы, состо-
ящей из частиц различной формы, например, сфер, стержней, дисков 
[13], а также вязкости при сдвиге твердых эллипсоидов [14].

Если частица переживает броуновское движение, заданное доста-
точно долго, это будет зигзаг взад и вперед, и, в конце концов, она по-
сетит каждую точку в пространстве, удерживающем частицу. При этом 
соблюдается строгая эргодичность движения броуновских частиц, и она 
является основной причиной спонтанного выравнивания концентрации 
частиц, это явление известно как диффузия. Следует отметить то, что 
хоть и частица золя с равной вероятностью будет двигаться вперед и на-
зад, этот факт, однако, не вступает в противоречие с тенденцией частицы 
отойти от своей первоначальной позиции в течение времени [15]. То есть 
в коллоидном растворе происходит его постоянное перемешивание. 

Во многих случаях коллоидные частицы можно рассматривать как 
сферы. Поэтому движение сферы представляет фундаментальный ин-
терес для коллоидных систем. Тем не менее, следует подчеркнуть, что, 
хотя коллоидные частиц можно рассматривать как сферы, движения 
сферической коллоидной частицы могут весьма отличается от движе-
ния «обычной» сферы из-за влияния двойного электрического слоя, 
окружающего коллоидные частицы. Следовательно, необходимо раз-
личать твердые сферы и мягкие сферы. Твердые сферы представляют 
собой электрически нейтральные частицы, а мягкие сферы – это элек-
трически заряженные частицы. Кроме того, наличие большой твердой 
стенки или других типов поверхностей также будет вносить значитель-
ный вклад в замедление частиц, движущихся рядом [7, 16, 22]. 

Коллоидные частицы в растворе находятся в непрерывном движе-
нии. Рассмотрим в первом приближении модель движения коллоидной 
частицы в приближении идеального газа. Считаем, что растворитель 
представляет собой некоторый континуум, не оказывающий воздей-
ствия на характер взаимодействия частиц между собой. Частицы пред-
ставим в виде маленьких сплошных упругих шаров диаметра d, при со-
ударении которых не происходит взаимодействия. Всю систему также 
представим в виде бесконечно большого сосуда, стенки которого не ока-
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зывают влияния на поведение коллоидных частиц в системе. Все части-
цы системы имеют одинаковый размер [1, 2, 17].

Каждая частица движется прямолинейно и равномерно до тех пор, 
пока не столкнется с какой-нибудь другой частицей. В результате стол-
кновения частица резко меняет направление своего движения, после 
чего опять движется прямолинейно с постоянной скоростью до следу-
ющего столкновения. Для оценки порядка величины такого движения 
оно может быть смоделировано серией независимых случайных блуж-
даний, где каждый шаг описывается классической механикой (напри-
мер, вторым закона Ньютона и законом Стокса) [18, 21].

При помощи этой модели вычислим среднее время между двумя по-
следовательными соударениями одной произвольно выбранной части-
цы с другими частицами коллоидного раствора. Столкновение выделен-
ной частицы с другой частицей произойдет только в том случае, если 
центр последней окажется в момент сближения этих частиц на рассто-
янии от линии движения первой частицы меньшем, чем диаметр d ча-
стицы (см. рис. III.1). Поэтому центры всех частиц, встречающихся на 
линии траектории выделенной частицы за некоторое время Δt и вынуж-
дающих ее изменить направление своего движения, оказываются в под-
ходящий момент времени внутри цилиндра радиуса λ, осью которого 
служит траектория рассматриваемой частицы. Разумеется, эта модель 
имеет смысл только в том случае, когда средняя длина λ свободного про-
бега частицы много больше, чем ее диаметр: λ >> d.

Так как частицы, с которыми сталкивается выделенная частица, не 
являются неподвижными, в качестве средней скорости частицы следу-
ет взять среднюю скорость ее движения относительно других частиц, 
а не относительно стенок сосуда. Относительная скорость есть разность 
скоростей двух частиц:

.         (III.1)

Возведем это равенство в квадрат:

.        (III.2)

Поскольку среднее значение суммы равно сумме средних значений 
слагаемых величин, то будем иметь
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.      (III.3)

Поскольку в этом приближении мы приняли, что распределение 
по размерам частиц носит унимодальный характер, и среднее значение 
скорости для всех частиц одинаково:

.         (III.4)

Скорости 
 
и  двух частиц являются статистически независимы-

ми случайными величинами, поэтому будем иметь:

.        (III.5)

Рис. III.1. Столкновение частиц в золе: 
1 – траектория движения выбранной частицы; 2 – граница объема пространства, 
в котором все находящиеся частицы должны столкнуться с выбранной частицей; 

3 – граница объема пространства, в котором все находящиеся частицы столкнутся 
с выбранной частицей, если они окружены двойным электрическим слоем; 

d – диаметр частицы; h – положение максимума потенциального барьера, создан-
ного двойным электрическим слоем вокруг частицы золя
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Поэтому в качестве средней скорости относительного движения ча-
стиц можно взять среднеквадратичную скорость частиц:

.       (III.6)

За время Δt рассматриваемая частица пройдет путь

.         (III.7)

На этом пути она сталкивается со всеми частицами, оказавшимися 
внутри цилиндра. Число этих частиц равно произведению счетной кон-
центрации частиц n на объем цилиндра, т.е. nπd2l или nσl, где величина 

           (III.8)

называется эффективным сечением частицы. Среднее время между 
двумя последними столкновениями выделенной частицы с другими ча-
стицами найдем, разделив время Δt на число столкновений:

.          (III.9)

После преобразований перейдем к формуле

.          (III.10)

Величина ν, обратная времени τ, представляет собой среднее число 
столкновений одной из частиц коллоидного раствора с другими части-
цами за единицу времени:

.         (III.11)

Средняя длина λ свободного пробега частицы равна произведению 
средней скорости на среднее время между столкновениями:

,          (III.12)

отсюда найдем, что 
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.          (III.13)

Учитывая выражение для эффективного сечения частицы, полу-
чим:

.         (III.14)

Произведем оценку средней скорости теплового движения и длины 
свободного пробега частиц: n = m/m

ч
 – частичная концентрация кол-

лоидных частиц [1/м3]; m – массовая концентрация коллоидного рас-
твора [кг/м3]; m

ч
 = ρV

ч
 – масса коллоидной частицы [кг]; ρ – плотность 

вещества коллоидной частицы [кг/м3]; V
ч
 = πd3/6 – объем коллоидной 

частицы [м3]. Отсюда масса коллоидной частицы равна:

.          (III.15)

Соответственно частичная концентрация составит:

.          (III.16)

Отсюда итоговая формула для длины свободного пробега коллоид-
ной частицы примет вид:

.          (III.17)

Из этой формулы видно, что при фиксированной массовой концен-
трации коллоидного раствора длина свободного пробега коллоидной 
частицы будет расти пропорционально ее диаметру, так как при этом 
уменьшается их частичная концентрация. При фиксированном разме-
ре частиц длина их свободного пробега будет уменьшаться обратно про-
порционально массовой концентрации коллоидного раствора. Резуль-
таты проведенных расчетов представлены на рис. III.1 и III.2.

Полученные результаты показывают, что в области малых концен-
траций золей, до 10 г/л, происходит резкое снижение длины свободного 
пробега частиц золя. Дальнейшее увеличение концентрации приводит 
к плавному снижению этой величины.
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Рис. III.1. Результаты расчета длины свободного пробега частиц кремнезоля 
в зависимости от их диаметра при различной массовой концентрации: 

1,0; 2,0; 5,0; 10,0 (г/л)

Рис. III.2. Результаты расчета длины свободного пробега частиц кремнезоля 
в зависимости от его массовой концентрации для частиц различного диаметра:

1,0; 5,0; 10,0; 100,0 (нм)
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Учитывая, что средние скорости коллоидных частиц имеют рас-
пределение Максвелла, то среднеквадратичная скорость коллоидных 
частиц составит:

,       (III.18)

где k – постоянная Больцмана, а T – абсолютная температура. Учи-
тывая формулу для массы коллоидной частицы, получим:

.     (III.19)

Результаты расчетов средней скорости движения частиц кремнезо-
ля представлены на рис. III.3 и III.4. 

Теперь можно легко найти среднюю частоту столкновений колло-
идной частицы с другими частицами:

.        (III.20)

Результаты расчетов частоты столкновений частиц кремнезоля в 
зависимости от размеров частиц и массовой концентрации кремнезоля 
представлены на рис. III.5 и III.6.

Рассмотрим более сложную модель, где частицы представляют со-
бой не упругие шары, а имеют вокруг себя двойной электрический слой 
и подчиняются действию теории ДЛФО. В этом случае толщина двой-
ного электрического слоя будет составлять некую величину h. Эта ве-
личина соответствует положению максимума потенциального барьера 
в рамках теории ДЛФО [18,19]. Отсюда изменится величина эффектив-
ного сечения частицы (уравнение (III.8), и, соответственно, составит ве-
личину:

.         (III.21)

Отсюда уравнение (III.14) для средней длины λ свободного пробега 
частицы преобразуется к виду:

.     (III.22)
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Рис. III.3. Результаты расчетов средней скорости движения частиц кремнезоля

Рис. III.4. Результаты расчетов влияния массовой концентрации на величину 
средней скорости движения частиц кремнезоля для частиц различного диаметра: 

1,0; 5,0; 10,0; 100,0 (нм)

Теперь, учитывая уравнение (III.22), можно легко найти среднюю 
частоту столкновений коллоидной частицы с другими частицами с уче-
том теории ДЛФО. Для упрощения вывода соответствующих уравнений 
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Рис. III.5. Результаты расчета частоты столкновений частиц кремнезоля 
в зависимости от их диаметра при различной массовой концентрации: 

1,0; 2,0; 5,0; 10,0 (г/л)

Рис. III.6. Результаты расчетов влияния массовой концентрации на величину 
частоты столкновений частиц кремнезоля для частиц различного диаметра:

1,0; 5,0; 10,0; 100,0 (нм)
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предположим, что двойной электрический слой не изменяет массу ча-
стицы как таковую:

.        (III.23)

Отсюда, если выразить толщину двойного электрического слоя, че-
рез доли от диаметра частиц:

.           (III.24)

Получим относительное изменение длины свободного пробега для 
частиц золя в зависимости от относительной толщины двойного элек-
трического слоя:

,          (III.25)

где λ
о
 – длина свободного пробега для частиц без двойного электри-

ческого слоя, в соответствии с формулой (III.17).
Отсюда также следует уравнение для относительного изменения 

частоты соударений частиц золя, в зависимости от относительной тол-
щины двойного электрического слоя:

,         (III.26)

где λ
о
 – частота соударений для частиц без двойного электрического 

слоя, в соответствии с формулой (III.20). Соответственно, получается:

.          (III.27)

Полученная зависимость представлена на рис. III.7.

9. Расчет количества частиц, способных преодолеть 
потенциальный барьер при столкновении

Для преодоления потенциального барьера кинетическая энергия 
частицы должна быть выше или равна величине потенциального барье-
ра E ≥ E

akt
. Соответственно, получим:
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Рис. III.7. Зависимость параметра β, описывающего относительные изменения 
частоты соударений и длины свободного пробега для частиц кремнезоля, 

в зависимости от относительной толщины двойного электрического слоя (α)

,        (III.28)

где ν
о
 – минимальная скорость частицы, при которой она может 

преодолеть потенциальный барьер. Отсюда получаем:

.         (III.29)

Функция распределения Максвелла для скоростей частиц имеет 
вид:

,       (III.30)

где  – параметр функции распределения Максвелла. 
 
Исходя из уравнения (III.30), в соответствии с (II.47), получим долю ча-
стиц из общего их количества, которые способны преодолеть потенци-
альный барьер:
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.        (III.31)

Подставляя в уравнение (III.31) функцию (III.30) и интегрируя, по-
лучим следующее выражение:

.  (III.32)

Анализ полученного уравнения представлен на рис. III.8. 
Из полученных данных видно, что количество частиц, способных 

преодолеть потенциальный барьер велико при малых величинах этого 
барьера. Однако при величине барьера примерно выше 10 кДж/моль, 
способность частиц преодолеть этот барьер резко снижается. Кроме 
того, этот эффект достаточно слабо зависит от температуры. Причем эта 
зависимость тем сильнее, чем выше величина этого потенциального ба-
рьера (рис. III.9).

Для понимания физического смысла и характера влияния на конеч-
ный результат всех трех членов уравнения (III.32) проведем отдельные 
расчеты величин этих трех членов и определим их вклад в итоговое зна-
чение относительного количества частиц в системе, которые способны 
преодолеть определенный потенциальный барьер. Полученные данные 
представлены на рис. III.10.

Второй член этого уравнения имеет обычный вид, как в уравне-
нии Аррениуса. Однако физический смысл разности первого и третьего 
членов уравнения (III.32) не является очевидным, хотя вклад их в об-
щую составляющую для рассчитываемой величины достаточно высок. 
Поскольку этот член содержит в своем виде явным образом заданную 
функцию ошибок, то можно предположить, что это дополнительная 
составляющая дисперсии частиц по скоростям. Дополнительным под-
тверждением этому предположению является то, что доля этой состав-
ляющей растет при уменьшении величины потенциального барьера.

Кроме того, данное уравнение указывает на возможность значитель-
ного искажения результатов при расчетах энергии активации по экспе-
риментальным данным при изучении прохождения процессов агрега-
ции частиц. Для подобных систем, в случае применения стандартных 
методов линеаризации экспериментальных данных, не исключена воз-
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Рис. III.8. Зависимость относительного количества частиц в системе, способных 
преодолеть потенциальный барьер, в зависимости от величины этого барьера. 

Расчёт произведен в соответствии с уравнением (III.32) для систем, 
находящихся при температуре: 25оС, 50оС, 100оС

Рис. III.9. Зависимость относительного количества частиц в системе, способных 
преодолеть потенциальный барьер, в зависимости от температуры. Расчёт 
произведен в соответствии с уравнением (III.32) для систем, обладающих 

различной величиной потенциального барьера (кДж/моль): 1; 5; 10; 20; 30
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Рис. III.10. Относительные доли разности 1 и 3 членов уравнения (III.32) 
и относительная доля 2 члена уравнения (III.32)

Рис. III.11. Расчет относительной погрешности при определении энергий 
активации для процессов агрегации частиц золей в зависимости от ее величины,

в соответствии с уравнением (III.32)
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можность возникновения достаточно высоких ошибок. Такая возмож-
ность связана, прежде всего, с наличием двух переменных функцио-
нальных членов в уравнении (III.32). Результаты расчетов возможных 
погрешностей при определении энергии активации методом линейной 
аппроксимации логарифма относительного количества частиц в систе-
ме, способных преодолеть потенциальный барьер в зависимости от об-
ратной температуры, при использовании метода наименьших квадра-
тов, представлены на рис. III.11.

Из данных, приведенных на рис. III.11, видно, что характер урав-
нения (III.32) приводит к значительным ошибкам в определении энер-
гии активации при использовании стандартных методов линеаризации 
экспериментальных данных. Эти ошибки особенно велики при малых 
значениях энергии активации.

Однако данное уравнение позволяет с достаточно высокой точно-
стью предсказать кинетические характеристики процесса агрегации 
частиц золей. Такое поведение особенно характерно для тех случаев, 
когда форма и амплитуда потенциала взаимодействия частиц золя меж-
ду собой известны с достаточной точностью [18].
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